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Chapitre

Bref historique

Les archéologues ont montré que les jeux de hasard étaient déja pratiqués
dans de nombreuses sociétés antiques. Parmi les ancétres des jeux de hasard,
les jeux de dés occupent une place trés importante.

Ceux-ci sont également a I'origine de certains mots actuels :

* « hasard » vient de I'arabe « az-zahr » (dé a jouer);
* « aléa » vient du latin « alea» (jeu de dés);
% « chance » vient du latin « cadere » (tomber).

Les premiers écrits sur les probabilités sont I'ceuvre de Jérome Cardan (V).
Un probléme qui intéressait Cardan était le suivant : « Comment doit-on
répartir les mises d'un jeu de dés si le jeu venait a étre interrompu? ».

Le méme probléme fut posé en 1654 a Blaise Pascal (@) par son ami le
Chevalier de Méré(® : « Un joueur parie qu'il tirera un as en huit coups de
dés, mais la police interrompt le jeu apres le troisieme coup. Les assistants
protestent. Mais comment doit-on répartir les mises? »

C’est donc en cherchant a résoudre ces problémes posés par les jeux de
hasard que les mathématiciens donnent naissance aux probabilités.

On avait observé que, lorsque I'on répétait de nombreuses fois la méme
expérience, les fréquences tendaient a se stabiliser . On savait aussi que ces
fréquences se stabilisaient autour des probabilités, lorsque celles-ci étaient

(1). Jérdbme Cardan (1501-1576) est un mathématicien, philosophe, astrologue, inventeur et médecin
italien.

(2). Blaise Pascal (1623-1662) est un mathématicien, physicien, inventeur, philosophe, moraliste et
théologien francais.

(3). Antoine Gombaud, dit le « Chevalier de Méré » (1607-1684), est un écrivain francais.

(4). Cf. chapitre suivant.
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connues. Ainsi, dans le cas d'un dé, au bout d'un grand nombre de tirages,
chaque face était obtenue environ une fois sur six.

Au xixe siecle, la croissance rapide des sciences rendit nécessaire |'exten-
sion de la théorie des probabilités au-dela des jeux de hasard. Elle devint
trés utilisée en économie et dans le domaine des assurances.

Pour faire de la théorie des probabilités une discipline a part entiére, |l
ne manquait finalement plus qu'une chose : une définition précise de son
objet, la probabilité.

C'est Pierre-Simon de Laplace® qui s'en charge dans son ouvrage
Théorie analytique des probabilités, paru en 1812 : « La probabilité est une
fraction dont le numérateur est le nombre de cas favorables, et dont le
dénominateur est le nombre de tous les cas possibles. »

Il fallut attendre le début du xx® siécle pour lancer des fondements
mathématiques solides a la théorie des probabilités avec Henri Poincaré (©)
mais surtout Kolmogorov (7).

Aujourd’hui, la recherche en probabilité est trés active et de nombreux
résultats sont publiés chaque année. L'utilisation des outils probabilistes
et statistiques dans un grand nombre de domaines tels que la génétique,
la psychologie, la médecine, la physique des particules, I'économie, les
assurances,... témoigne de |'efficacité et de I'importance de ces disciplines.

(5). Pierre-Simon de Laplace (1749-1827) est un mathématicien, astronome, physicien et homme politique
francais.

(6). Henri Poincaré (1854-1912) est un mathématicien, physicien théoricien et philosophe des sciences
francais.

(7). Andrei Nikolaievitch Kolmogorov (1903-1987) est un mathématicien russe et soviétique qui a apporté
des contributions significatives en mathématiques, notamment en théorie des probabilités.

Cours de mathématique — 6° TQ — 2 h/sem. 8
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Chapitre

Préambules

Prenons une urne dans laquelle nous y avons placé 5 billes blanches et
3 billes noires (1),

Si je tire une bille au hasard de I'urne, trois raisonnements possibles, mais
pas nécessairement corrects, existent afin d'en déterminer des probabilités.

* Raisonnement 1 : Il y a deux possibilités (bille blanche ou bille noire),
J'al donc une chance sur deux que la bille soit blanche et une chance sur
deux également qu'elle soit noire. Ce raisonnement est faux car il y a
plus de billes blanches que de billes noires; on n'a donc pas les mémes
chances.

*x Raisonnement 2 : J'ai une chance sur cinqg de tirer une bille blanche
(car il y en a 5) et une chance sur trois de tirer une bille noire (car il y
en a 3). Les probabilités sont donc de 1/5 pour « bille blanche » et 1/3
pour « bille noire ». Ce raisonnement est également faux car 1/5 = 0,2
et 1/3 = 0,3; la probabilité de tirer une bille blanche serait inférieure a
celle de tirer une bille noire. C'est étonnant puisqu'il y a plus de billes
blanches que de billes noires...

(1). Idée inspirée de Maths 3¢ — Prépabrevet Cours & entrainement : Cours, méthodes et exercices brevet,
Josep Cesaro, C.M. Chiocca, Jean-Pierre Gerbal, Noél Laverny, Catherine Schuwer, René Veillet, Editions
Hatier, Paris, Mai 2012.
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x Raisonnement 3 : Il y a cing billes blanches dans 'urne, donc cinqg
chances que la bille tirée soit blanche. La probabilité d'obtenir une bille
blanche est donc de 5. De méme, comme il y a trois billes noires dans
I"'urne, il y a donc trois chances que la bille tirée soit noire. La probabilité
d'obtenir une bille noire est donc de 3. Ce raisonnement est correct mais
Il est incomplet car il faut relativiser les chances en tenant compte du
nombre total de billes présentes dans I'urne. On le comprend aisément...
De plus, nous verrons d'icl peu qu'une probabilité est un nombre compris
entre 0 et 1, donc 5 et 3 ne sont pas des probabilités.

2.1 Exemple — Dé a 6 faces

Partons d'un exemple pour introduire la notion de probabilité : le dé a
six faces. On lance vingt fois un dé en notant chaque fois les points figurant
sur la face supérieure.

A partir de maintenant on va s'intéresser a la valeur « 5 » (on aurait pu
choisir un autre nombre), et on en réalise un premier tableau recensé.

Dans ce tableau y seront indiqués le numéro du lancer, le nombre de fois
que la valeur « 5 » est apparue depuis le début de |'expérience ainsi que sa
fréquence.

Celle-ci est calculée en faisant le rapport entre le nombre de fois que la
valeur « 5 » est apparu et le nombre de lancers.

Cours de mathématique — 6° TQ — 2 h/sem. 10
G.Dotremont — L.E.G. (Version du 19.6.2024)



UAA 4 : Probabilité
CHAPITRE 2. PREAMBULES

Tableau recensé :

Nb. de
lancers 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

Nb. de 5 0 0 0 1 1 1 2 2 2 2

Fréquence | O 0 0O 102502 1]0.1710.29|0.25(0.22| 0.2

Nb. de
lancers 11 12 13 14 15 16 17 18 19 20

Nb. de 5 2 3 3 3 4 4 4 5 5 5

Fréquence || 0.18 | 0.25|0.23 1 0.21 | 0.27 ] 0.25| 0.24| 0.28 | 0.26 | 0.25

On réalise le graphe des fréquences correspondant :

A

' Fréquence
0.30¢

0.25t1
0.20t1
0.151
0.101

0.05t1

. . . . . | , , ) , , ) , . . . Nb. de lancers
1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16 17 18 19 20

Il existe de trés grandes variations au niveau de la fréquence. Est-ce
normal ? Poursuivons |'expérience pour le savoir...

Cours de mathématique — 6° TQ — 2 h/sem. 1 ]_
G.Dotremont — L.E.G. (Version du 19.6.2024)
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On lance a nouveau le dé 80 fois (pourquoi ?) et on en réalise un deuxiéme
tableau :

Nb.
lancers 10 | 20 | 30 | 40 | 50 | 60 | 70 | 80 | 90 | 100

Nb. de 5 2 5 6 9 9 9 9 10 | 12 | 15

Fréquence | 0.2 |0.25| 0.2 |0.23|0.18{0.15|0.13|0.13]0.13|0.15

On réalise a nouveau le graphe des fréquences correspondant :

A ~
Fréquence
0.301

0.251
0.201

0.15¢ /

0.101

0.051

. . . . , , , . Nb. de lancers
10 20 30 40 50 60 70 80 90 100

Les constatations que |'on en tire nous ameénent a poursuivre |'expérience.

Cours de mathématique — 6° TQ — 2 h/sem. 12
G.Dotremont — .E.G. (Version du 19.6.2024)
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On relance donc le dé (1900 fois, cette fois-ci) et on en réalise un dernier

tableau :
Nb.
lancers 100 200 300 | 400 500 600 700
Nb. de 5 15 32 53 62 85 104 117
Fréquence | 0.15 | 0.16 | 0.177 | 0.155 | 0.17 | 0.173 | 0.167
Nb.
lancers 800 900 | 1000 | 1100 | 1200 | 1300 | 1400
Nb. de 5 136 150 167 184 197 205 226
Fréquence | 0.17 | 0.167 | 0.167 | 0.167 | 0.164 | 0.158 | 0.161
Nb.
lancers 1500 | 1600 | 1700 | 1800 | 1900 | 2000 -
Nb. de 5 244 | 258 275 286 298 314 -
Fréquence || 0.163 | 0.161 | 0.162 | 0.159 | 0.157 | 0.157 -

On réalise un dernier graphe des fréquences correspondant :

A

F Fréquence
0.301

0.25¢1

0.20T1

0.15¢1

0.10t1

0.05t1

. Nb. de lancers

© 200

400

600 800

1000

1200

1400

1600

1800

2000

Cours de mathématique — 6° TQ — 2 h/sem.
G.Dotremont — .E.G. (Version du 19.6.2024)
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2.2 Conclusion

Lorsque le nombre de lancers devient grand, on observe une stabilisa-
tion de la fréquence autour de 0,16666... (= 1/6). Ce nombre est appelé
probabilité d’obtenir un « 5 ».

2.3 Remarques importantes

1. La fréquence est une notion de statistique descriptive. Elle décrit les

résultats expérimentaux une fois |'expérience réalisée.

2. La probabilité est une notion théorique. Elle permet, avant de réaliser
I"expérience, d'avoir une idée du nombre de chances qu'un événement

bien déterminé se produise.

Cours de mathématique — 6° TQ — 2 h/sem. 14
G.Dotremont — L.E.G. (Version du 19.6.2024)



Chapitre 3

Terminologie

Une fois de plus, afin de comprendre plus aisément la suite de ce cours,
Il est important de connaitre un certain nombre de termes, de notions.

3.1 Expérience aléatoire

Commencons par |'expérience aléatoire. Il s'agit d'une expérience dont
on ne peut pas prédire exactement le résultat, du fait que I'on ne contréle
pas entiérement toutes les causes qui influencent ce résultat.

3.1.1 Exemples

1. On lance une fois un dé et on note le point obtenu.
2. On joue a pile ou face avec une piéce de monnaie.

3. On joue deux fois a pile ou face avec la méme piéce en notant les
résultats obtenus.

4. On tire au hasard une carte d'un jeu de 32 cartes.

3.2 Ensemble fondamental

Autre notion importante : I'ensemble fondamental. On appelle ensemble
fondamental I'ensemble des résultats possibles d'une expérience aléatoire.
Cet ensemble est généralement noté Q2 (oméga).

15
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3.2.1 Exemples
Se référant aux exemples ci-dessus :
21 ={1;2;3;4,5,6}
QQ = {ID, F}
Q3 ={(P;P); (P F); (F: P); (Fi F)} ou Qs = {PP; PF; FP, FF}
Q2 ={(A;R; D;V;10;9;8;7)0;
(AR, D;V;10;9;8;7)¢;
(A;R; D;V;10;9;8;7)é;
(A;R;D;V;10;9;8;7)M}

3.3 Evénement aléatoire

On en arrive a définir ce qu'est un événement aléatoire. Un événement
aléatoire est une partie de I'ensemble fondamental.

3.3.1 Exemples

x Obtenir un nombre strictement supérieur a 4 est un événement noté,
par exemple, A: A={5;6}

x Obtenir deux fois « pile » quand on lance trois fois une piéce de monnaie
est un événement J, par exemple : J = {PPF; PFP; FPP}

x Tirer un as est un événement qui correspond, par exemple, a I'ensemble
F: F={A0, AQ; Ad; AM}

3.3.2 En particulier
x La partie @ est appelée événement impossible.
x La partie constituée de 2 entier est appelé événement certain.

x Toute partie constituée d'un seul résultat est appelé événement élé-

mentaire.

Cours de mathématique — 6° TQ — 2 h/sem. 16
G.Dotremont — L.E.G. (Version du 19.6.2024)
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De plus, on peut combiner des événements pour former de nouveaux

événements. Ainsi, si A et B sont deux événements aléatoires :

e AU B se produit si et seulement si
x |"événement A se produit

x ou |'événement B se produit

*x ou les événements A et B se produisent

e AN B se produit si et seulement si

x |"événement A se produit

x et ['événement B se produit

3.3.3 Remarques importantes

e Les événements A et B sont incompatibles
si A et B sont disjoints

e AC se produit si et seulement si

I'événement A ne se produit pas

> >
2 @) @)
oy, oy,

Q
O

Cours de mathématique — 6° TQ — 2 h/sem.
G.Dotremont — L.E.G. (Version du 19.6.2024)
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3.4 Notion de cardinalité

3.4.1 Deéfinition

Un nombre cardinal désigne une quantité. A I'inverse, un nombre ordinal
désigne plutét un ordre, un « rangement ».

Pour un ensemble fini (), sa cardinalité, qui est une notion intuitive de
taille, va indiquer le nombre d'éléments appartenant a cet ensemble. Ce
nombre appartient a N.

3.4.2 Exemples

Pour I'ensemble... Son cardinal est...
{4;9;11} 3
{7;11;13;17;19} 5
{4;2;6;1} 4
{(4:2):(6:1)} 2
{}ouo 0

3.4.3 Notation

Dans la littérature, nous pourrons trouver différentes maniéres de noter
le « cardinal » d'un ensemble :

Card(E)=#E=|E|=E=E

Dans la suite du cours, nous utiliserons la notation # qui semble un bon
compromis entre concision d'écriture et clarté du propos.
Ainsi, si I'ensemble B contient les 3 éléments 2, 4 et 7, on notera :

B={2;4,7} et #B =3

(1). Un ensemble A est dit fini si I'on peut trouver un entier n € N tel que A contienne exactement
n éléments. Dans le cas contraire, I'ensemble est dit infini.

Cours de mathématique — 6° TQ — 2 h/sem. 18
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Chapitre

Définitions et propriétés de la probabilité

4.1 Premiére définition

On considére une expérience aléatoire que I'on peut répéter autant de fois
que I'on veut et on s'intéresse alors a la fréquence d'un certain événement A.
On admet aisément, comme il a été vu dans l'introduction (Cf. p.14), que
lorsque le nombre de répétitions de |'expérience devient trés grand, les
fluctuations de la fréquence deviennent trés petites.

On obtient finalement une stabilisation de la fréquence : il y a une
tendance de plus en plus nette pour la fréquence a ne plus guére s'écarter
d'une certaine valeur.

Cette valeur sera appelée probabilité de I'événement aléatoire A.

Il est évident que cette définition est difficile a utiliser, puisqu’il faut
réaliser un trés grand nombre de fois une expérience avant de pouvoir

déterminer une probabilité...

Envisageons donc une autre définition.
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CHAPITRE 4. DEFINITIONS ET PROPRIETES DE LA PROBABILITE

4.2 Seconde définition

4.2.1 Axiomes de Kolmogorov

En 1933, Andrei Kolmogorov (1) définit la probabilité comme étant une
fonction réelle de I'ensemble des événements dans R et qui obéit a trois
axiomes (@) :

1.V événement A, ona P(A) >0
2. P(Q)=1

3. Si A et B sont deux événements disjoints,
alors P(AUB) = P(A) + P(B)

4.2.2 Propriétés

Se basant sur ces axiomes, on en déduit aisément quelques propriétés :

1.V événement A,ona: 0< P(A) <1

2. V événement A, on a bien évidemment que :
AUAC=Q e ANA“ =0

= P(AUUAS) = P(A) + P(A®)
P(Q) = P(A) + P(A)
1= P(A) + P(A%)

= P(AS) =1— P(A)

3.P(@)=0

4.V événement A composé des événements
élémentaires Eq, E5, E3,... E,, on a:
P(A) = P(E1) + P(Ex) + P(E3) + ...+ P(E,)

(1). Andrei Nikolatevitch Kolmogorov (1903-1987) est un mathématicien russe et soviétique qui a apporté
des contributions significatives en mathématiques, notamment en théorie des probabilités.

(2). Axiome : Proposition considérée comme évidente, admise sans démonstration (dictionnaire Le Robert).

Cours de mathématique — 6 TQ — 2 h/sem. 22
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t possible.

é

D n'a que deux chances sur trois de gagner par rapport a A
B n'a que deux chances sur cing de gagner par rapport a A,

A a quatre fois plus de chance de gagner que C
F a quatre fois plus de chance de gagner que C
G n'a qu'une chance sur deux de gagner par rapport a B

B a trois fois plus de chance de gagner que C
E a quatre fois plus de chance de gagner que F

D a la méme chance de gagner que B,

Probabilit
A a trois fois plus de chance de gagner que C

Le cheval A a deux fois plus de chance de gagner que le B et le B a
qu’'un gagnan

Trois chevaux A, B et C prennent le départ d'une course.

Quelles sont les probabilités de gagner pour chacun?

quelle est la probabilité que D ne gagne pas?

Un groupe de 7 amis (3 garcons et 4 filles) d

« 20 km de Bruxelles » . Par facilité, on les notera A, B et C pour les
quelle est la probabilité, pour chacun des garcons, de gagner?

deux fois plus de chance que le C.
Quatre personnes A, B, C et D organ
garcons et D, E, F et G pour les filles.

Sachant que
Sachant que

4.3 Exercices
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Chapitre 5

Equiprobabilité

5.1 Deéfinition

L'équiprobabilité correspond au cas ou tous les événements élémentaires
ont la méme probabilité de se produire.

5.1.1 Exemple — Lancer une piéce de monnaie

Il y a deux événements élémentaires : {P} et {F}.

Si I'on suppose que la piéce utilisée n'est pas truquée, ces deux événe-
ments élémentaires sont équiprobables : P({P}) = P({F})

En utilisant les axiomes de Kolmogorov (seconde définition), on obtient
alors le résultat attendu intuitivement :

P({P}) = P({F}) = ;

5.1.2 Exemple — Lancer un dé a 6 faces

Les événements élémentaires sont : {1}, {2}, {3}, {4}, {5} et {6}.
Sile dé n'est pas truqué, ces événements élémentaires sont équiprobables.
En utilisant la méme démarche que ci-dessus, on obtient :

P({1}) = P({2}) = P({3}) = P({4}) = P({5}) = P({6}) = 5
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Soit F I'événement « obtenir un nombre pair» : F = {2;4;6}
alors,

/
— e /
1 1 ’z sI110777
LI 000000
nb. d'éléments de
1 £ Z R AR AR

5.2 Formule de Laplace -

En situation d'équiprobabilité, la probabilité d'un événement quelconque F, 7272272722
notée P(F), est i

P(F) nb. d'éléments de F  nb. de cas favorables i
nb. d'éléments de Q2 nb. de cas possibles

Cette formule 1) peut s'écrite p|LIS simplement : Yl

7077777777777
117077777777777

70777777777777

177072777777777

7077 7777777777

_ 277072777777777

1077777777777

177072777777777

1177077777777

777272277277777

(1). Cette formule est attribuée au mathématicien frangais Pierre-Simon de Laplace (1749-1827). 10000000

25 277072277277777

Cours de mathématique — 6° TQ — 2 h/sem. ‘
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Chapitre

Arbres et probabilité conditionnelle

Dans de multiples situations, 1l est possible de schématiser une expérience
aléatoire par un arbre (simple). Dans le cas de la schématisation par un arbre
de probabilité, on parlera d'arbre pondéré. L'utilisation de |la représentation
en arbre permet de modéliser une situation comme nous venons de le dire,
mais permet également de déterminer une probabilité dans le cas ou |'on
étudie plusieurs événements.

Si I'arbre n'est pas pondéré, les événements décrits par une branche sont
équiprobables. A I'inverse, s'il existe une pondération, leur probabilité est
égale au produit des branches.

Voici deux exemples (V) de situations que I'on peut rencontrer :

x Un tiers d'une population est vaccinée contre une maladie. On sait
que 10 % des personnes vaccinées développent quand méme la maladie.
On choisit une personne au hasard. Quelle est la probabilité pour que
celle-ci soit malade et vaccinée?

« Un étudiant a une probabilité de 3/4 d'étre présent a la prochaine séance
si celle-ci est un cours magistral, et une probabilité de 9/10 si celle-ci
est une séance de travaux dirigés.

Sachant que son emploi du temps est constitué aux deux tiers de cours
magistraux, quelle est la probabilité qu'il soit présent a la prochaine
séance?

(1). Extrait du cours de JF Coeurjolly, Chapitre 3 : Probabilités conditionnelles — Indépen-
dance (Université Pierre Mendés France, Grenoble, France) https ://www-ljk.imag.fr/membres/Jean-
Francois.Coeurjolly/documents/L2/CM3_probas L2.pdf.
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CHAPITRE 6. ARBRES ET PROBABILITE CONDITIONNELLE

6.1 Arbres simples

6.1.1 Exemple — Piéce de monnaie

On lance trois fois une piéce de monnaie bien équilibrée et I'on regarde

si I'on a pile (P) ou face (F). On modélise la situation a I'aide d'un arbre.

Question : Quelle est la probabilité d'avoir exactement une fois P ?

WIOIWIOIVIOIO)

— PPP

— PPF

— PFP

— PFF

— FPP

— FPF

— FFP

— FFF

Cours de mathématique — 6 TQ — 2 h/sem.
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6.2 Arbres pondérés

Soit la représentation, sous la forme d'un arbre pondéré, d'une expérience

T
0,90

/

—©
0,25

quelconque :

0,75 0,15

B 0.44 —»@

0,41

6.2.1 Regles d’utilisation d’un arbre pondéré

1. La somme des probabilités des branches issues d'un méme noeud est
égale a 1.

2. La probabilité de I'événement correspondant a un trajet est le produit
des probabilités des différentes branches composant ce trajet.

3. La probabilité d'un événement est égal a la somme des probabilités des
chemins qui aboutissent a sa réalisation.

Cours de mathématique — 6 TQ — 2 h/sem. 34
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6.2.2 Exemple — Piéces défectueuses

Dans un atelier, il y a 2 % de piéces défectueuses. On effectue un test
pour savoir si I'on doit accepter ou refuser une piéce. On a observé que :

* Si la piéce est correcte, elle est acceptée par ce test & 96 %.
* Si la piéce est défectueuse, elle est refusée par ce test a 97 %.
Soient les événement suivants :
C : «la piece est correcte »
D : «la piéce est défectueuse »
A : «la piéce est acceptée »

R : «la piéce est refusée »

Construisons |'arbre. Sachant que les événements ne sont pas équipro-
bables, on construira donc un arbre pondéré.

LA)
96%

O
98% ‘@

2% g
- \@ 3% @
97%

O

Question : Quelle est la probabilité qu'une piéce soit défectueuse et
acceptée par le test?
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6.2.3 Exemple — Piece de monnaie et boules

Dans un jeu, on lance une piéce bien équilibrée. Si I'on obtient pile (P),
alors on tire une boule dans une urne qui contient une boule blanche et 3
boules noires. Par contre, si I'on obtient face (F), alors on tire une boule
d’'une urne qui contient 2 boules blanches et 4 boules noires.

Cette expérience est représentée sur |I'arbre pondéré suivant :

1/4 /'
Jo: |
G

1/2 /
“ 2/6
s

(2

Question : Quelle est la probabilité d'avoir une boule noire si I'on a eu le
coté face de la piéce de monnaie auparavant (F ;e)?
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6.2.4 Exemple — Dé truqué

On lance un dé truqué tel que la probabilité pour qu'il tombe sur 1 est
de 1/3, celle qu'il tombe sur 2 est de 2/9 tandis que les quatre autres
résultats possibles sont équiprobables.

Cette expérience est représentée sur |I'arbre pondéré suivant :

1/3

2/9

RN

Question : Calculer la probabilité que le dé tombe sur un nombre impair.
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6.3 Probabilités conditionnelles

6.3.1 Exemple — Bibliothéeque

Dans une bibliothéque comportant 150 ouvrages, il y en a 60 qui sont
écrits en anglais dont 12 portent sur la psychologie.
Soient les événements suivants :

A : « Le livre est écrit en anglais »
B : « Le livre porte sur la psychologie »
= AN B : «Le livre est écrit en anglais et porte sur la psychologie »

On a donc :

60 12
PA) =15  PANB) =155

Il s'agit de probabilités tout-a-fait traditionnelles. Dans le cas de proba-
bilités conditionnelles, on écrira :

B/A : « Le livre porte sur la psychologie sachant qu'il est écrit en
anglais »

12
P(B/A) = —
(B/A) = <
Il s’agit en réalité de la fréquence des livres de psychologie parmi les
livres en anglais.

On constate les relations suivantes :

12 5 P(ANB
P(B/A):m:}:-zz (P(Q) )
Donc : P(ANB)
P(B/A) = 7P(A)
Ou encore :

P(ANB) = P(A) - P(B/A)
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6.3.2 Exemple — Urne et boules

Une urne contient 5 boules rouges et 3 boules jaunes. On tire successi-

vement deux boules au hasard.

e Calculer la probabilité de tirer, dans I'ordre, une boule rouge et une

boule jaune si le tirage se fait avec remise. Pour ce faire, représentons

d'abord la situation avec un arbre :

5/8

&Y

3/8

5/8

(=

3/8

5/8

3/8

e Calculer la probabilité de tirer, dans I'ordre, une boule rouge et une

boule jaune si le tirage se fait maintenant sans remise. Représentons cette

situation par un arbre :

4/7

S&X

3/7

5/8

2

3/8

5/7

2/7
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b) le premier enfant est une fille et le second un garcon.
sulvants
A
B
C

a) les deux enfants sont des filles.

Remarque pr
un garcon est de 0,5112. Calculer la probabilité que, dans une famille

Une urne contient 4 boules rouges et 3 boules jaunes. On t
Un sac contient 4 billes jaunes, 2 bleues et 3 vertes. On t
i

de deux enfants
vement deux boules
sulvants :

A
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Chapitre 1

Les suites arithmétiques

1.1 Activité — La dune (1)

Une dune mesurait 200 métres de large en 2010. Une équipe de scien-
tifiques constate que chaque année la largeur de cette dune diminue de
2,5 métres sous |'effet de I'érosion.

On note u, la largeur de la dune en (2010+n). Ainsi, uy représente la
largeur de la dune en 2010 et vaut 200.

1. Que représente u; ? Calculer la valeur de u.
2. Que représente u, ? Calculer la valeur de ws.

3. Que représente 115 7 Déterminer la valeur de uys.
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La dune joue un rble important : elle protége les polders des risques
d'inondation et intervient dans la gestion de la qualité des eaux.

Les scientifiques estiment qu'en dessous de 30 metres de large, la dune ne
peut plus assurer ce réle en cas de phénomeénes exceptionnels (tempétes). Les
autorités prévoient donc de ralentir |'érosion par des plantations d’oyats(l)
et la mise en place de barriéres des que la dune atteindra 60 métres de large.

En quelle année, au plus tard, devra-t-on intervenir ?

1.2 Deéfinition

Une suite arithmétique est une suite de nombres dont chacun vaut le
précédent additionné a un nombre fixe appelé la raison (notée r).

1.3 Calcul de u,

Uy = Ug +r

u
/—/;
U=t +r=uy+r—+r=uy+2r

%%}
—_—

U3 = U+ r = ug+2r+r = uy+ 3r

U3
—_——

Uy = U3+ r =g+ 3r+r=uy+4r

U, = U+ nr

(1). L'oyat (Ammophila arenaria), appelé aussi chiendent marin, est une espéce de plante vivace de la
famille des Poacées, originaire de I'Ancien Monde, croissant dans les terrains sablonneux grace a un systéme
racinaire trés profond. (Page Wikipedia consultée le 15.02.2021)
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1.4 Geénéralisation

Up U 7) us Uy Us

Si I'on souhaite calculer us en connaissant u,, on voit que

us = Up + 3r

us =t +(5—-2)r

On peut donc généraliser :
up=u,+(n—p)r

avec (n > p)

1.5 Activité — La dune (2)

En partant de I'activité proposée, calculer uy, en sachant que us = 190.

1.0 Calcul d’'une somme

Nous cherchons a calculer la somme suivante :

S:Uo—f—U1+U2—|—"’—|—Un_2—f—un_1—|—un
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Nous pouvons écrire cette somme sous la forme suivante :

S=uy+ (up+r)+ (ug+2r)+---
+ (uo + (n—2)r) + (uo + (n—1)r) ++ (up + nr)

Ecrivons cette somme dans les deux sens possibles, a savoir, d'une part,
du premier au dernier terme et, d'autre part, du dernier au premier terme :

S=uy+(up+r)+(u+2r)+---
+ (o + (n=2)r) + (uo+ (n = 1)r) + (uo + nr)
S=(w+nr)+ (uw+(n—1)r)+ (uo+(n—2)r)+ -
+ (up+2r)+ (up+r) + o

Si I'on additionne ces deux équations, on obtient :

252(2U0—|-HI’)-|—(2UO+HF)+(2UO-|—HI’)+"’
+(2u0+nr)+(2u0+nr)+(2uo+nr)

25 =(n+1)-(2ug+ nr)
_ (n+1)-(2ug + nr)

> 2
(n+1)- (uo + uo+nr)
S =

2

Mais comme ug + nr = up, alors

_(n+1) - (uo+ up)
B 2
Si I'on doit calculer la somme, non pas depuis g mais depuis un terme

S

quelconque up, alors nous utiliserons la formule généralisée suivante :

(n=p+1)- (up+ up)
N 2
avec (n > p)

S
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1.7 Exemples

Exemple 1

En utilisant la formule adéquate, calculer la somme suivante :

S=548+11+4+14+4+17+20+23 =7
(S=up+ w1+ 4+ uz + ug + us + ug =7)

_(6+1)-(5+23) _

S 5 98
Exemple 2

Si ug =9 et u;p = —3, alors que vaut la somme :

S=us+ us+ ug+ U7 + ug + Ug + Uyg =7
10—4+1)-(9+ (-3
o ( +1)-(9+(=3) _,,
2

Exemple 3

Et si I'on demandait de calculer la somme des 100 premiers nombres
entiers, comment ferait-on?

S=1+24+3+---4+98+99+ 100 =7

100
(99+1) - (1 + 100)
> = 2

= 5050
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1. 100 premiers nombres pairs.
2. 50 premiers multiples de 3.
3. 30 premiers multiples de 7.

Les trois angles d

Sachant que ug = 1000 et r = 600, calculer us et S telle que
12°

Calculer la somme des

Sachant que ug
Sachant que u
Sachant que uqg
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Chapitre

Les suites géométriques

2.1 Activité — Triangle de Sierpinski (1)

La figure ci-dessous montre les premiéres étapes de la construction du
« triangle de Sierpiriski (1) » (2)

AL LSS

fig. 1 fig. 2 fig. 3 fig. 4 fig. 5
AO Al A2 A3 A4

Si I'on pose que l'aire du triangle noir de la figure 1 posséde une aire
de 4 cm? (Ao = 4), calculer I'aire des triangles noirs des autres figures.

e Airede la figure2 : A, =

e Aire de la figure 3: Ay, =

(1). Wactaw Franciszek Sierpiriski (1882-1969) est un mathématicien polonais.

(2). Le triangle de Sierpinski, dessiné en 1915, est un exemple de fractale. On le construit en commencant
par dessiner un triangle équilatéral noir. On le divise ensuite en quatre triangles équilatéraux et congruents
puis le triangle central est 8té. A I'étape suivante, on recommence le méme processus avec chacun des
triangles noirs. En poursuivant ce processus a I'infini, on obtient le triangle de Sierpinski.
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e Aire de la figure 4 : Az =

e Aire de la figure 5: A, =

Déterminer la formule permettant de calculer I'aire des triangles noirs
pour n'importe quelle figure.

A, =

2.2 Deéfinition

Une suite géométrique est une suite de nombres dont chacun vaut le
précédent multiplié par un nombre fixe appelé la raison (notée q).

2.3 Calcul de u,

up =ug-¢q
lh=1t1-q=Up-q-q=Up-q°
3=l -Gq=1Up-q°-q=Up- G

u4:u3-q:u0-q3-q:uo-q4
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2.4 Geéneéralisation

Up U 7) us Uy Us

Si I'on souhaite calculer us en connaissant u,, on voit que

3
Us = U+ q

us = tp - g7

On peut donc généraliser :
un = up . q(nip)

avec (n > p)

2.5 Activité — Triangle de Sierpinski (2)

En partant de I'activité proposée au début du chapitre (p.50), calculer

Ag sachant que A; vaut 2.

Aady
A A é‘ AAAA A A:‘::EAAAAA
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2.6 Calcul d’'une somme

Nous cherchons a calculer la somme suivante :

S=wt+uwm+uw+-+ U2+ Up_1+ Uy

Nous pouvons écrire cette somme sous la forme suivante :

S =uy+ (w-q)+ (w-q°) +--
_|_ (UO . q(n_2)) _|_ (UO . q(n_1)> + (UO . qn)

Mettons ug en évidence :

S:UO(1+q+q2_|_..+q(n_2)+q(n_1)+qn)

Laissons cette équation de coté pour le moment et attardons-nous sur

S=1+g+@+-+q"P+¢"V+q" (1)

Si I'on multiplie cette somme par g, on obtient :

qS:q(1+q+q2++q(n_2)+q(”_1)+qn)
q.S:q_|_q2_|_q3_|_..._|_q(”*1)_|_q’7_|_q(”+1) (2)

En soustrayant membre a membre les égalités (1) et (2), donc (1)—(2),
on obtient :

S—q-S=(14+qg++-+q¢"V+q"

S (1-q)=1+qg+¢@+ - +q"V+q"
_q_q2_..._q(n_l)_qn_q(n+1)
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Il reste donc

S (1-q)=1-qg""
Et donc

1 — q(n—l—l)
1—-gq
La somme recherchée devient donc :

S:

1 — q(n+1)

S:UO' 1_q

Si I'on doit calculer la somme, non pas depuis tg mais depuis un terme

quelconque up, alors nous utiliserons la formule généralisée suivante :

1 — q(”*PJrl)
l1—gq
avec (n > p)

S=u,-
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2.7 Exemples

Exemple 1
En utilisant la formule adéquate, calculer la somme suivante :

S$5=3+6+12+24+48+ 96 =7
(S=uy+u1+ tr+ us + usg + us =7)

1 — 2(5+1)

S=3- >

120
1-2

1—64
-1

—63
_3._71

=3-63
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Exemple 2

. 2
Siugs=9et g= 3 alors que vaut la somme :

S = s+ us+ Ug + u; + ug =7

243 32

243 243
3 2

3 3

211
. 243

N
N
w
=
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3. Exprimer u, en fonction de n.
2. Calculer la somme des s

1. Calculer le terme us

1. Calculer la raison g
2. Calculer le terme ug

1. Calculer le terme ;4
2. Exprimer u, en fonction de n.

2. Exprimer u, en fonction de n.

1. Calculer le terme g

Sachant que ug

Sachant que u; = 0,512 et u1g = 4,096,
Sachant que ug

Sachant que ug
Sachant que us
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W 550, 250, 50, 10, 2

C’est une suite arithmétique.
C'est une suite géométrique.

Ce n’est ni une suite arithmétique ni une suite géométrique.

O 0O o 0O

Justification :

C’est une suite arithmétique et géométrique en méme temps.

w 4;9;16; 25; 36

C’est une suite arithmétique.
C’est une suite géométrique.

Ce n’est ni une suite arithmétique ni une suite géométrique.

O 0O o O

Justification :

C’est une suite arithmétique et géométrique en méme temps.
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Chapitre 3

Les fonctions puissance et exponentielle

3.1 Activité — La feuille de papier

Partons du principe que I'on puisse plier indéfiniment une feuille de papier.

Sil'on plie une feuille de papier de 0,1 mm d’épaisseur en deux, en quatre,
en huit, en seize,... et ceci cinquante fois, serait-il possible d'obtenir une
épaisseur qui dépasserait la distance de la Terre a la Lune (~385000 km) ?

Commencons par calculer |'épaisseur pour quelques pliages et portons-les
en graphique pour obtenir une meilleure vision du « phénomeéne » :

110

100

90

80

70

60

50

40

Epaisseur de papier (mm)

30

20

10

O O 1 2 3 .4 ..... E._) ..... .6 .o

Nombre de pliages

Nous constatons qu'apres seulement 10 pliages, I'épaisseur est déja de
102,4 mm.
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La formule permettant de calculer rapidement |'épaisseur (e) est :
e=20,1-2"

ol n est le nombre de pliages

Et nous nous rendons compte que, malgré la fine épaisseur de la feuille
de papier, I'épaisseur augmente de maniére exponentielle avec le nombre de
pliages pour atteindre rapidement des valeurs considérables (1),

Pour en revenir au questionnement du début de |'activité, faisons le
calcul de I'épaisseur pour 50 pliages :

e=20,1-2%
= 112589990684 262,4 mm
= 112589990,7 km

A cette distance, il y a longtemps que la Lune est dépassée. De plus,
avec un seul pliage supplémentaire, on dépasse la distance Terre-Soleil (2.

3.2 Fonction exponentielle

La fonction observée ici est une fonction dite exponentielle, du type
f(x)=a"

avec: a>0 et a#1l

Il est important de bien faire la différence entre les fonctions exponentielles

et les fonctions puissances. Dans une fonction puissance, |'exposant est fixé

(1). Je wvous invite a lire [larticle paru en 2012 dans le Nouvel Observateur
https :/ /www.nouvelobs.com/les-internets-vous-parlent/20120113.0BS8766/un-nouveau-record-du-
monde-de-pliage-de-papier.html. Si vous avez I'occasion de lire 'article paru sur le site New Scientist, c'est
encore mieux (https ://www.newscientist.com/article/mg21228441-700-scrunch-time-the-peculiar-physics-
of-crumpled-paper/). Derniére consultation des pages le 4 juin 2022.

(2). Epaisseur atteinte de 225179 981,4 km, soit environ 1,5 fois la distance Terre-Soleil.
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et la base varie, tandis que dans une fonction exponentielle, 1a base est fixée
et c'est |'exposant qui varie.

3.2.1 Exemple de fonction puissance
3 . 2 4 . 2
fx)y=x> , f(x)= X f(x) =2mx
3.2.2 Exemple de fonction exponentielle
f(x)y=2¢ , f(x)=100-1,03"

3.3 Représentation graphique

Voicl le graphe des quatre fonctions exponentielles suivantes :

Saurez-vous les identifier ?
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3.4 Constatations / recherche

« Toutes ces courbes se coupent en un seul point : (0;1)
En effet, dans la fonction f(x) = a*, quelle que soit la valeur de la base,
si x vaut zéro, la fonction vaudra toujours 1.

* Deux fonctions sont croissantes : et

Deux fonctions sont décroissantes : et

— Comment sont les bases ?

x % > 0 ce qui fait que toutes les fonctions exponentielles se trouvent
au-dessus de I'axe x, axe qui est aussi une asymptote horizontale (en

—oo et en +00, en fonction de la valeur de la base).

3.5 Activité — Triangle de Sierpinski (3)

Repartons de I'activité de la page 50. La figure ci-dessous montre les
premiéres étapes de la construction du « triangle de Sierpifski »

&
$ Lads
L5 L4
t AAAAA&
A A & AAA A A{‘A AAAAAA
AA AL ah & 23

fig. 1 fig. 2 fig. 3 fig. 4 fig. 5

p

1. Ecrire les sept premiers termes (de ug a ug, n allant donc de 0 a 6) de
la suite formée par le nombre de triangles noirs de chacune des figures.

2. Déterminer le terme ug de cette série.
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3. Ecrire la formule donnant le nombre de triangles noirs d’une figure en
fonction de sa position n.

4. Essayons d'écrire une équation qui va permettre de déterminer la position
n pour laquelle il y a 531441 triangles noirs dans la figure.

5. Est-il possible de résoudre cette équation ? Pourquoi ?

Pour pouvolr résoudre une équation du type a* = b, il est nécessaire de
connaitre une nouvelle notion : les logarithmes.
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Chapitre

Les logarithmes décimaux

4.1 Introduction

Nous allons introduire la notion de logarithme par quelques applications
de la vie courante.

4.1.1 L’acidité d’une solution aqueuse

En 1909, le chimiste danois Sgrensen introduit la notion de « poten-
tiel hydrogéne » en définissant |'acidité d'une solution comme étant le
cologarithme décimal de la concentration en ions hydrogéne.

Cette définition est plus connue sous la formule (sans unité) :

pH = —log [H]

Cette notion est bien plus complexe mais il n'entre pas dans le cadre de ce
cours de I'étudier plus en profondeur (V.

4.1.2 La magnitude d’'un tremblement de terre

Celle-ci mesure |'énergie libérée lors d'un séisme. C'est en 1935 que
Charles Richter (@ met au point une échelle sur laquelle il indique les magni-
tudes des séismes.

De nos jours, on ne peut plus se baser sur |'échelle de Richter car
elle est dépassée. En effet, elle est trés locale et adaptée uniquement aux

(1). La notion d'acidité est vue plus en détail dans le cours de Formation scientifique, UAA 14.
(2). Charles Francis Richter (1900-1985), sismologue américain.
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tremblements de terre californiens. C'est donc improprement que les médias
utilisent le terme d'échelle de Richter. lls devraient plutét employer celle de
Beno Gutenberg (®) établie en 1945.

Voici la définition originale donnée par Richter (en 1935) et que I'on
appelle de nos jours « magnitude locale » (M, sans unité) :

M, =1In(A)—In(Ay) +c-In(A)

x A représente |'amplitude maximale mesurée sur le sismogramme ;

x Ap est une amplitude de référence correspondant a un séisme de magni-
tude 0 (zéro) a 100 km;

x A est la distance épicentrale, en kilométres ;

* C est une constante d’'étalonnage.

Comme il s’agit d'une échelle logarithmique (), on a donc affaire & une
échelle ouverte.

Le séisme le plus violent a été enregistré au Chili le 22 mai 1960 avec
une amplitude de... 9,5

4.1.3 Le niveau sonore

Il est courant d'entendre parler de décibels pour un son, mais de quoi
s'agit-il ?

En réalité, le son résulte d'une pression exercée sur nos tympans. Cette
pression, comme toute pression, se mesure en pascals (Pa).

L'oreille est un organe extrémement sensible. |l percoit des pressions
acoustiques variant de 2.107> Pa a 20 Pa. L’échelle varie donc de 1 a
1.000.000!

Pour simplifier la mesure du niveau de pression acoustique, encore appelé
niveau sonore, les acousticiens ont adopté une échelle logarithmique.

(3). Beno Gutenberg (1889-1960) est géologue et sismologue allemand.

(4). Il s'agit bien de logarithme. La notation « In » fait référence au logarithme naturel, appelé également
logarithme népérien en hommage au mathématicien John Napier qui établit les premiéres tables logarithmiques.
John Napier (1550-1617) est un théologien, physicien, astronome et mathématicien écossais.
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L'unité du niveau sonore est le décibel.

log (P?)

x P est |a pression acoustique mesurée;

* Py est la pression acoustique de référence (2.107°Pa).

4.2 Comment faisait-on avant les calculatrices
scientifiques ?

On utilisait des livres regroupant, entre autres, des tables de logarithmes.
Ces tables avaient été calculées auparavant par des hommes, a la main,
pendant des heures, pour ne finalement comporter « que » cing décimales.

En voici un extrait :

LOGARITHMES DES NOMBRES DE 1 A 100

A

H ]

log. |IN| log. [IN| log |[IN] log. || N | log.

| : | :

00 00024 |32 22244 |64 278]164 |78 533|| 81 g0 8&9'
30 103||22 |34 2h2||42 |62 325||62 |79 230|| 8291 381
b7 712((23 136 17343 | 63 347]|63 |79 934]| 83 | 91 go8
60 206||24 |38 o21 (|44 |64 345|164 | 8o 618(| 84 | 92 428
6a 89725139 794|145 65 321||65 8¢ 291|] 85| 92 942
77 845|126 | 4s ho7|I46 |66 276]|60 |81 94| 86 | 93 450
84 510|l27143 136{|47 | 67 210||67 |82 6o7|| 87|93 952
190 3oqgll28 | 44 716|148 ) 68 124|{68 | 83 251 || 88 | g4 448
g5 h24l29| 46 24049 | 69 o20|/6g |83 885
oo 0o0||30| 47 712||50 | 69 897||70 |84 510

04 139|(34 | 4g 136{|54 |70 757(|T4 |85 126
07 9183|3250 515]|62 |71 €ooj|72 {85 933
11 394|(33 | 51 851|53 |72 428|(73 |86 332
14 64334 |53 148|154 |73 239||74 |86 923
17 6og|{|35 |54 407]|55|74 036{|75 |87 506
bl2o h12{|36 |55 63056 |74 849(|76 |88 0B84
7123 045]|37|56 820(|57|75 587||77|88 649
25 527|138 | 57 9781|58 | 76 343||78 | 89 209
| 27 8795|139 |5g 106{|59 |77 085([79|8g 763
30 103||4o |60 20660 |77 8415|8090 3og
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4.3 Logarithmes décimaux

Précisons, avant d'aller plus loin, qu'il existe un grand nombre de types
de logarithme. Seulement deux sont couramment utilisés : le logarithme
népérien (qui ne sera pas étudié dans ce cours) et le logarithme décimal.

4.3.1 Activités - Puissances et logarithmes

Ecrire chaque nombre sous la forme d’une puissance de 10.

e 100 = e 10 =
e 1000 = e 0,01 =
e 0,001 = o]l =

Le logarithme décimal d'un nombre x est noté «logx » ; il équivaut a
I'exposant de la puissance de 10 égale a ce nombre.
Exemple :

log 10000000 = log 10" =7

Calculer le logarithme des nombres suivants en se basant sur I'exemple.
e log100 = e log10 =
e log1000 = e log0,01 =
e log0,001 = e logl=

A I'aide de la calculatrice, vérifier les réponses ci-dessus.
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Activité 1.3
Calculer le logarithme des nombres suivants puis les vérifier a I'aide de
la calculatrice.

e [0g 100000000 = e log101° =

e [0og0,00001 = e log10'? =

Remarque : 1l n'est pas obligatoire que les puissances de 10 soient des

valeurs entiéres.

A I'aide de la calculatrice, calculer le logarithme des nombres suivants
a 0,001 pres.

e log7 = e |0g0,000002 =

e l0g2,18 = e logV/3 =

e log—7,9= e log0 =

o logm = elog—1=

4
e logl = e log 9~

Activité 2.2

Quelle conclusion peut-on tirer de I'activité 2.1 7
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A I'aide de la calculatrice, calculer les expressions suivantes.
e log103 = o —1-log2 =
e 4.logh= e 3:-log10 =
o log271 = e 10-log2 =
o log5* = e log49° =
e 4.log7 = e l0og 1024 =

Dans I'activité 3.1 ci-dessus, regrouper deux par deux les expressions

équivalentes (entourer, surligner,...)

Quelle conclusion peut-on tirer des activités 3.1 et 3.27
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4.3.2 Enfin, la réponse!

Rappelons-nous de I'activité de la page 50.

A“ ‘z& v

fig. 1 fig. 2 fig. 3 fig. 4 fig. 5

Nous avions déterminé les premiers termes de la suite (le nombre de
triangles noirs de chaque figure) :

1:3:9:27:81:243: 729;

Nous avions également déterminé la formule permettant de calculer le
nombre de triangles noirs d'une figure en fonction de sa position n :

u,=1-3"

Par contre, nous n'avions pas réussi a résoudre |'équation permettant de
déterminer la position n (que I'on appelle aussi le rang) pour laquelle il y
a 531441 triangles noirs dans la figure. Maintenant, vous étes a méme de
résoudre cette équation.

Pour résoudre cette équation, procédons par étape.

Etape 1 : écrire I'équation initiale.

531441 =1-3"

Etape 2 : isoler le facteur 3.

531441 = 3"

Etape 3 : appliquer le logarithme aux deux membres de I'équation.

log 531441 = log 3"
Etape 4 : appliquer la propriété du logarithme d'une puissance.

log531441 = n-log3
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Etape 5 : isoler la variable et calculer sa valeur a I'aide de la calculatrice.

log531441 N
log3
n=12

Etape 6 : écrire la réponse du probléme a I'aide d'une phrase.

4.3.3 Un peu de pratique

A I'aide du raisonnement ci-dessus, résoudre les équations suivantes :

Up=up-q" Up = Up-q" P

avec u, = (6972032, avec u, = 97 200,
i =2349 et g=2 us =1200et g=3
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4.4 Constatations

Au vu de ce qui vient d'étre fait, nous constatons que :

1. Les nombres négatifs n'ont pas de logarithme;
2. Le logarithme de 1 est égal a zéro;
3. Les logarithmes des nombres plus grands que 1 sont positifs ;

4. Les logarithmes des nombres supérieurs a 0 et inférieurs a 1 sont négatifs.

4.5 Definition

On appelle logarithme décimal d'un nombre x, noté «log x », |'exposant
de la puissance a laquelle il faut élever 10 pour obtenir x (avec x > 0).

4.6 Représentation graphique

“y
1.2
/] —_—
1 = >
/
0.6 /
0.4 //
/ - Points caractéristiques
0.2 e
/
-— X
O Z >

—-0.2 /
—-0.4 /
—-0.6

-0.8

—-1.2

Remarquons que ce graphe n'est pas orthonormé.
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4.7 Propriétés des logarithmes

4.7.1 Logarithme d’un produit
log AB =log A+ log B
4.7.2 Logarithme d’un quotient

A
IoggzlogA—logB

4.7.3 Logarithme d’une puissance
log AP =p-logA

4.7.4 Logarithme d’une racine

On oublie souvent que la racine d'un nombre peut étre écrite sous la
forme d’une puissance fractionnaire de ce nombre :

VAP = An

Iog\/"Af’:IogAﬁ:ﬁ-logA
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e 310X 1 13 =2200
enonce su
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e 295245 = 5.0,9¢
e 48 =3.2x3
.
7.3 =~
* 9
e 4096 = 23

donnant

IX premiers termes

ISIN a trouv

eau s'évapore

tion sulvantes en

40 cm. Sachant qu'il n’a pas plu depuis leur départ, d

, 1/16¢ de I
en vacances, la hauteur de I'eau contenue dans la citerne é

LES LOGARITHMES DECIMAUX
é

Modeéles de croissance
de I'ét

e 7240773439 =4 - 32¢
e 2655,992279 = 2,2%

e 4X =16
o 2.4%X =256
e2.04=125

A la fin de I'évaluation, tu compares ta r

Tu as obtenu 73810 et ton vo

Justifier.
Les parents de Benoit possédent une citerne d'eau de pluie. Chaque

Résoudre les équa

a 0,001 pres.

Dans une évaluation, se trouve |
« Calculer la somme des d

dont ug = —5 et up, = —45. »
de leurs vacances.

jour
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Une balle est lachée d'une hauteur de 2 métres. A chaque fois qu’elle

touche le sol, elle rebondit jusqu'a 75 % de sa hauteur précédente.

I

bond

N

Isieme re

1. Quelle hauteur atteint la balle aprés le tro

?

2. Quelle hauteur atteint la balle aprés le n'*™e rebond

3. Combien de fois la balle doit-elle rebondir avant que la hauteur soit

I
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erieure q

z
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%
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\
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necessalre pour Ca
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LES LOGARITHMES DECIMAUX

ensuite

Modéles de croissance
a. Un nombre premier est un nombre qui ne posséde que deux diviseurs (distincts)

e log 14

e log10%? =
e log210

e log 36

e [og512

pa

que des logarithmes de nombres premiers? (ou éventuellement de 10),

Calculer les logarithmes suivants en se basant sur les propriétés vues
ci-dessus. Au terme du développement complet, il ne doit plus rester

Voici la liste des nombres prem
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12

121

P

12) 17 - log 900% =

13) log v/64*
14) log (
15) log (
16) log

17) log

18) 3-log

LES LOGARITHMES DECIMAUX

X
i)
=
()
=
(0]
o
S
&
c
(]
P
(]
©
(]
O
o
b
()
X
LU

Modeéles de croissance

1) log10%%9 =
2) log 300

3) log 2700
5) log33

7) log30?% =
9) log144

Au terme du développement complet, il ne doit plus rester que des
6) log8l

Calculer les logarithmes suivants en se basant sur les propriétés vues

logarithmes de nombres premiers (ou éventuellement de 10).

ci-dessus. Apres développement complet, I

ou du tableau de la page 73 est n

4) log32

finale.
10) log 1024

11) log2500°
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Chapitre

Introduction aux mathématiques financiéres

5.1 Intéréts simples et composés

Lorsque I'on donne le choix de recevoir une certaine somme maintenant
ou plus tard, 1l est naturel de choisir de |la recevoir iImmédiatement et ainsi
donc de pouvoir 'utiliser éventuellement tout de suite. Dans le cas ou |'on
ne recevra cet argent que plus tard, on exige alors d’en recevoir plus, afin de
« combler » cette privation. Cette rémunération supplémentaire est appelée
intérét. Ce qui va permettre de déterminer précisément cet intérét, c'est le
taux d'intérét. Les taux d’'intérét sont déterminés en fonction de |'offre et
de la demande de liquidités provenant des entreprises, du secteur public mais
également des particuliers comme vous et moi. |l va de soi qu'il existe bien
des taux d'intérét et non pas un seul. Ceux-ci sont fonction de différents
facteurs dont, bien sir, I'échéance.

5.2 Terminologie

Le capital : La somme prétée ou empruntée s'appelle le capital.
L’'intérét : La compensation exigée s'appelle I'intérét.
L'intérét est calculé selon un pourcentage du capital.

Le taux d’intérét : Ce pourcentage s'appelle le taux d'intérét.

La valeur acquise : La somme du capital et des intéréts accumulés apres
un certain temps constitue la valeur acquise (ou valeur finale) d'un pla-

cement ou d'un emprunt.

85
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5.3 Différence entre intéréts simple et composé

5.3.1 Intéréts simples

Lorsque des emprunts (ou des placements) sont de courtes durées (a
court terme), généralement d'une durée inférieure a deux ans, on utilise
I'intérét simple. Celui-ci sera proportionnel a la durée de I'emprunt et sera
versé en une seule fois, soit au début, soit au terme de |'opération.

5.3.2 Intéréts composeés

A I'inverse, lorsque des emprunts (ou des placements) sont de longue
durée (a long terme), c'est-a-dire d'une durée supérieure a deux ans, on utilise
I'intérét composé. Le créancier considérera I'intérét produit au bout d'une
année comme étant un nouveau capital. Il I'ajoutera donc périodiquement
au capital pour qu'il rapporte lui-méme de I'intérét. On dit que les intéréts
se capitalisent a la fin de chaque période. L'intérét ne sera donc plus
proportionnel a la durée de I'emprunt.

5.4 Intéréts simples

5.4.1 Activité — Alexandra vs Audrey

Alexandra préte 1200 € a Audrey a 3 % I'an. Le prét doit étre remboursé
dans 4 ans et |'intérét doit étre versé chaque année a |'anniversaire du prét.
Déterminer I'intérét annuel, I'intérét total et la valeur acquise dans 4 ans.

Calcul Formule utilisée

Intérét annuel :

Intérét total :

Valeur acquise :
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5.4.2 Formules fondamentales

Calcul des intéréts

|=C-t-n

Calcul de la valeur acquise

A=C-(1+t-n)

ou : A : la valeur future ou acquise

C : le capital prété ou emprunté

t : le taux d'intérét annuel

n : le nombre d’années du prét ou de I'emprunt

Cours de mathématique — 6° TQ — 2 h/sem.
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Déterminer C, sachant que Nathalie a recu en tout (capital et intéréts)

Fabian emprunte 1300 € au taux de 13 % |'an pour une période de
la somme de 1538,88 €.

Tarik emprunte 5000 € a 4,5 % I'an, remboursable dans 3 ans. |l doit
Kevin emprunte 8 500 € pour 2 ans au taux de 8,75 %. Les int
?
tera son emprunt

Ali emprunte 800 € et rembourse 840 € aprés 6 mois.
Annie emprunte 1750 € et rembourse 1800 € tro

Calculer I'int

sont payables annuellement.
De quel taux d'intérét annuel a
8 mois. Combien do

de 12,25 %.

Nathal
Les int
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5.6 Intéréts composés

5.6.1 Activité — Bons de croissance

J'achéte 1200 € en bons de croissance pour une durée de 4 ans a un
taux annuel de 3%. J'opte pour la capitalisation, les intéréts seront donc

capitalisés et versés une seule fois a I'échéance.

Calculer la valeur acquise au bout de :

1 an:

2 ans :

3 ans:

4 ans :

Quel est I'avantage d'un placement par capitalisation ?
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Connaissant le capital initial, le taux d'intérét et la durée du placement,
Il est possible de calculer directement la valeur acquise au bout des 4 ans :

Ay =1200- (14 )

5.6.2 Formules fondamentales

Calcul de la valeur acquise [ Calcul des intéréts
A=C-(1+1t)"
I=A-C
ou : A : la valeur future ou acquise

C : le capital prété ou emprunté
t : le taux d'intérét annuel

n : le nombre d'années du prét ou de I'emprunt

Cours de mathématique — 6° TQ — 2 h/sem. 9]_
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annuel de 5 %. La valeur acquise est de 8933,97 €. Calcule le capital
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d'un taux annuel de 4,3 %
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bén

Si je

A quel taux faut-il placer par capitalisation 3000 € pour obtenir

3121,20 € aprés 2 ans?

A quel taux faut-il placer par capitalisation 10000 € pour obtenir

au taux annuel de 4,5 %. Calculer la valeur acquise et le montant total
13022,60 € aprés 6 ans?

au taux annuel de 6 %. Calculer la valeur acquise et le montant total

Un capital de 5000 € est plac

Un capital de 7200 € est plac

J'ai emprunté 325000 € a ma banque pour constru

durée de mon emprunt est de 20 ans. Combien devra
éf

Un capital est plac

placé et le montant des int

Un capital est plac

placé et le montant des int

des int
des int
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2459,75 € au total. Pendant combien de temps m’a-t-il emprunté les

2000 €7

Je viens de rembourser la somme de 689 626,29 € suite a un emprunt

de 350000 € & un taux de 2,75 % I'an. Quel fut la durée de mon

emprunt ?

Pendant combien de temps ai-je emprunté la somme de 12000 € au

taux annuel de 1,21 % si je dois rembourser aujourd’hui la somme de

13863,16 €7

., la somme de 25000 € sur un

~

pa

| y a quelques années déja

é, |

J'al plac

. Aujourd’hui, il

Iversaire

compte au nom de mon fils, le jour de son ann

a 25 ans et décide de vider son compte. La banque lui donne la somme

de 39335,26 €. Sachant que le taux d'intérét annuel a été de 2,55 %

lacé

Jarp

Ils quand

it mon f

age ava

de, quel a

ério

z

tout au long de la p

I"argent sur son compte ?

ital C pour qu'il double de

In cap

e placer un certai

Is-]

A quel taux do

valeur au bout de 13 ans?

ital C pour qu'il triple de valeur

in cap

e placer un certai

IS-]

au bout de 20 ans?

A quel taux do

12

Est-il possible qu'une somme d’argent, placée sur un compte d'épargne,

leur triple en seulement

~

Iére que sa va

de telle mani

er

fructif
5 ans 7 Justifier.
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Chapitre 6

Différents types de croissance

6.1 Croissance liée aux types d’intéréts

Rappelons-nous ce qui a été vu au chapitre précédent. Nous allons réaliser

le graphique montrant la différence de croissance entre les intéréts simples

et les intéréts composés.

6.1.1 Activité — Graphique

Un capital de 100000 € est placé au taux annuel de 5 %. Etablir le
graphique de la valeur acquise en fonction du nombre d'années n si :

a) l'intérét est simple

b) I'intérét est composé

Les calculs et graphique sont a réaliser pages suivantes.

Rappel des formules du calcul de la valeur acquise :

Intéréts simples

A=C-(1+t-n)

Intéréts composés

A=C-(1+1t)"
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Compléter le tableau :

Calcul pour des

n Intéréts simples :

Valeur acquise

Calcul pour des
Intéréts composés :

Valeur acquise

10

11

12

Cours de mathématique — 6 TQ — 2 h/sem.
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Réaliser le graphe :

TValeur acquise (k€)
200

190

180

170

160

150

140

130

120

110

100

Années
L I

10

11

12

Cours de mathématique — 6° TQ — 2 h/sem.
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